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Ovningshiifte 2: Induktion och rekursion

Ovning D

Syftet dr att 6va formagan att utgdende fran enkla samband, aritmetiska och geometriska, se
monster som kan generaliseras till allmdnna pastaenden. Detta kan goras utan att titta i boken!

1. (a) Kan du fortsitta foljden 1, 3, 5, 7,...? Vilket &dr det 7:e talet? Vilket dr tal nummer
12387 Vilket ér tal nummer n? Kan du ge en formel for tal nummer n?

(b) Det ér ldtt att se att

1 =1
143 = 2°
1+3+5 = 3°

1+34+5+7 = 42

Kan du skriva upp ett allmint pastaende med n stycken termer i vénsterledet? Vad
star det i sa fall i hogerledet?

Kan du tolka identiteterna geometriskt? Till din hjédlp har du foljande figur:

Kan du bevisa pastaendet?
2. (a) Betrakta summan av de fem forsta positiva heltalen
1+24+3+4+5.

Kan du ge en enkel formel (som innehaller en produkt) fér denna summa genom att
betrakta figuren




Ledning: Vad hidnder om du tar tva sadana figurer och ldgger ihop dem?

(b) Kan du ge en formel for summan av de n stycken forsta positiva heltalen
1+243+--+(n—-1)+n="
Kan du bevisa formeln?

3. Denna uppgift handlar om de berdmda “Tornen i Hanoi”.

—_— —_—

Pa en platta med tre pinnar sitter n stycken skivor av minskande storlek. I bilden ovan &r
n = 7. Problemet bestar av att flytta alla skivorna till en annan pinne enligt foljande tva
regler:

e Man far bara flytta en skiva at gangen.

e Man far aldrig sitta en storre skiva ovanpa en mindre.

(a) Los problemet forn = 1,2, 3,4, 5,6 och 7 eller tills du ser ett monster som ger dig en
princip att 16sa problemet. (Ta olika stora eller numrerade papperslappar.) Anteckna
hur manga drag du behovde i vart och ett av fallen.

(b) Vilket dr det minsta antal drag som behdvs forn = 1,2,3,4,5,6 och 7?
(c) Kan du bevisa att det gar att losa problemet for vilket n som helst?

(d) Vilket dr det minsta antalet drag som behovs for n skivor? Kan du bevisa ditt pasta-
ende?

4. 1en ldrobok for arskurs 5 i grundskolan kan man hitta féljande problem:

Det var 12 sjorovare som hade en fest dér alla i borjan av festen hilsade pa varandra. Hur
manga handskakningar blev det?

(a) Los uppgiften sjalv forst och fundera 6ver hur du tinkte. Diskutera sedan med de
andra i gruppen. Tdnkte ni pa samma sétt? Kom ni fram till samma svar?

(b) Finns det olika sitt att tinka pa? Kan ni tinka ut ett sitt som anvinder enbart addition
och ett sitt som anvinder enbart multiplikation?
Dessa tva sitt maste ju ge samma svar. Vilken av formlerna som ni redan sett har med
detta att gora?

(c) Los uppgiften med 125 studenter pa fest.

(d) Generalisera uppgiften till ett godtyckligt antal sjorovare eller studenter. Vilken av
de formler som vi visat redan kan du bevisa genom att 16sa detta allménna fall med
addition respektive multiplikation?



5. Ni har nu hittat formler for summan av de n forsta positiva heltalen samt for de n fors-
ta udda heltalen. Betydligt svarare ir det att finna en formel fér summan av de n forsta

kvadraterna

12422432+ ... +n2

Babylonierna lyckades for 3—4 tusen ar sedan hitta en formel genom att titta pa foljande

figurer:
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Kan du ur dessa figurer finna en formel for
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Varfor skulle formeln vara sann? Hur skulle man kunna visa det?

Ovning E

Syftet dr att 6va sig i att genomfora korrekta matematiska resonemang som visar pastaenden pa
formen “for alla x géller att”. Speciellt att gora detta med matematisk induktion.

Vi kommer att arbeta med fragan:

Hur visar man att ett predikat P(n) dr sant for alla positiva heltal n?

eller mer generellt

Hur visar man att ett predikat P(n) dr sant for alla n € M didr M dr nagot universum?

Generell metod: Det finns en generell logisk regel som kan anvindas oberoende av vad méngden
M &r som idr som foljer:



1. Tag x € M helt godtyckligt, d vs det enda som vi vet om x &r just att det &r ett element i
M. (Ett sadant x brukar kallas for en fri variabel.)

2. Visa att P(x) &r sant.

3. Detir nu tillatet att dra slutsatsen Vo € M : P(x). Denna logiska regel kallas for universell
generalisering.

Nackdelen med denna generella metod &r att den ofta &r svar att tillimpa i ett specifikt fall. En
stark metod som fungerar for de positiva heltalen (och dven for mer generella mingder med “lik-
nande struktur”) och som bygger pa det femte av Peanos axiom (induktionsaxiomet) r foljande:

Matematisk induktion: Om man vill visa att P(n) &r sant for alla positiva heltal n sa gér man
sa hdr:

1. Visaatt P(1) dr sant.
2. Visa att om P(k) dr sant for nagot godtyckligt £ > 1, sa &r ocksa P(k + 1) sant.

3. Det dr nu tillatet att dra slutsatsen att P(n) dr sant for alla positiva heltal.

Observera att man hir aldrig behover visa att P(n) &r sant for helt godtyckligt n utan att man i
det andra steget (som kallas induktionssteget) “bara” visar att om det géller for ett tal sa géller det
ocksa for nista. (Se avsnitt A.5 i boken for ett bevis av att denna bevisprincip foljer omedelbart
av induktionsaxiomet.)

1. Tank igenom och diskutera dessa metoder. Varfor dr de riktiga? Kénns de rimliga? Vad dr
skillnaden mellan dem?

2. (a) Formulera era resultat fran de forsta fem 6vningarna pa formen Vn € Z, : P(n) och
ange noggrant vad P(n) &r.
(b) Forsok visa era pastaenden med den generella metoden. Vilka klarar ni?
(c) Bevisa alla era pastaenden med induktion. Skriv ned bevisen i detalj. Ni har kanske

redan anvint induktion, dppet eller dolt, i era tidigare resonemang. Diskutera.

3. (a) Hur visar man att ett predikat P(z) inte &r sant for alla z, dvs hur visar man att
Vx : P(x) ar falsk?

(b) Hitta pa ett exempel med ett predikat P(x) och en mingd M sadana att Vo € M :
P(z) ér falsk. Bevisa att den ir falsk.

4. For vilka naturliga tal n géller foljande olikheter

(@) 2" >n3

(b) n! <n”

Bevisa dina pastaenden.



5. Lat P(n) vara predikatet

1
2+4+...—|—2n:§+n+n2.

Visa att om P (k) &r sant for ett naturligt tal k, sa dr dven P(k + 1) sant. Foljer det nu att
P(n) ér sant for alla n? Vad dr det som denna uppgift vill papeka?

6. Tink er en “schackbriada” med 2" x 2" rutor dédr n &r ett positivt heltal. Antag att man
svartmarkerat en av rutorna:

S; |

n=1 n=2 n=3

Visa att man for alla positiva heltal n kan tdcka de vita rutorna pa en sadan briada fullstin-
digt med L-formade bitar av tre rutor (se ovre vinstra hornet i figuren) oavsett vilken ruta
som dr svartmarkerad. Observera att det inte ridcker att visa att antalet vita rutor dr delbart
med tre, tex kan man inte tdcka med raka bitar av langd 3.

Ovning F

Syftet dr att introducera och studera rekursiva talfoljder samt undersoka sambandet mellan re-
kursion och induktion. Dessutom ska vi introducera summasymbolen och se att &ven summor
naturligt kan betraktas som nagonting rekursivt.

1. Betrakta talf6ljden 1,3,6,10,15,.... Kan du fortsitta och skriva nagra ytterligare tal i
foljden? Hur dr den uppbyggd? Lat a,, beteckna tal nummer n i foljden, dvs a; = 1,
as = 3 osv. Ange sambandet mellan a,,,1 och a, forn =1,2,3,....

2. En vilkénd rekursiv talfoljd dr Fibonacci-talen som vi betecknar med Fi, Fs, F3, .. .. De
forsta talen 1 denna foljd dr

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ...
Hir definieras varje nytt tal utifrdn de tva nirmast foregaende.

(a) Forsok att hitta en formel for F}, - uttryckti £, 1 och F},. For vilka n giller denna?

5



(b) Behovs det nagot mer dn formeln du hittade i férra uppgiften for att talfoljden ska
vara vildefinierad? Vad?

(¢c) Det finns en explicit formel for F),, d vs en formel diar man direkt kan fa ut F;, for ett
p
givet n utan nagon rekursion. Den ser ut som foljer:
F,=—

al() (7]

Kontrollera att den stimmer for n = 1,2, 3. Hur skulle man kunna bevisa att den
giller for alla n? Du slipper att utfora kalkylen om du inte vill men forsok skriva ned
en princip for beviset.

3. Diskutera relationen mellan rekursion och induktion. Har man nagon nytta av att “tinka
rekursivt” niar man ska forsoka sig pa att gora ett induktionsbevis?

4. Vi ska nu bekanta oss med summasymbolen som definieras i avsnitt 3.5 i boken.
Skriv minst tre av de summor som ni stott pa hittills med hjdlp av summasymbolen. Dis-

kutera virdet av summasymbolen.

5. Det gar att definiera summasymbolen rekursivt och denna definition &r alldeles utmirkt for
att genomskada strukturen i ett bevis av att en summa &r lika med nagon explicit formel.

(a) Forsok gora en rekursiv definition av summasymbolen

n

s(n) = Z a;

=m
efter foljande monster
nagot explicit, omm >n

s(n) = < nagot explicit, omm=n
nagot som beror pa s(n — 1), omm < n.

Om du kort fast sa fundera over vad som hinder nir man okar n med ett, d vs vad dr
relationen mellan s(n) och s(n — 1).
(b) Forsok ge allmin princip for att bevisa ett pastaende att en likhet pa formen

n

Zai = f(n)

géller for alla positiva heltal n > m.

(c) I den rekursiva definitionen kan man i sjdlva verket baka in det andra fallet i det
tredje. Kolla detta.

6. Undersok vilka av foljande summor som ir aritmetiska respektive geometriska summor
(se avsnitt 4.3 i boken) och beridkna dessa exakt.

(@) ;%2 + 3i)



(b) 3.0 (2 +3i2)
© Y523
() >:%0(2 + 3i)

Kan du berikna de som varken dr aritmetiska eller geometriska explicit utan att addera
talen ett och ett (eller anvéanda riknaren)?

Ovning G
Vi avslutar med nagra ytterligare induktionsuppgifter att 6va pa om det finns tid 6ver.

1. Forsok finna ett fel i foljande “induktionsbevis™:

Vi pastar att alla médnniskor har samma 6gonfirg. Man kan formulera om detta som att for
alla positiva heltal n giller att om man tar en grupp med n minniskor sa har alla i gruppen
samma Ogonfirg. Pastaendet dr sjdlvklart sant nar n = 1 sd vi har ett basfall fixat. Antag
nu att pastaendet dr sant for varje grupp med k£ minniskor. Vi ska visa att i sa fall dr det
ocksa sant for varje grupp med k + 1 méanniskor. Betrakta en sadan miangd. Om vi tar bort
en person A sa har vi en grupp med £ ménniskor som enligt antagandet alla har samma
Ogonfirg. Tag nu bort en annan person B. Da far vi ocksa en grupp med & ménniskor som
nu innehaller A och som alla har samma 6gonfirg. Alla i snittet (som bestar av alla utom
A och B) av de tva grupperna har samma 6gonfirg (uppenbarligen) och dessutom har A
och B samma dgonfirg som dessa eftersom i var och en av de tva delgrupperna hade alla
samma ogonfirg. Alltsa har alla & + 1 personerna samma 6gonfirg och beviset dr klart.

2. Visa att om man drar n rita linjer i planet sa att inga ar parallella och inga tre mots i en
punkt, sa delar dessa linjer upp planet i

n2—|—n

1
5 +

omraden. (For vilka n giller detta?)

3. Ni har tidigare visat att

—~ , nn+1)2n+1)
T

Forsok hitta en formel for >, k* genom att undersdka négra virden pd n. Bevisa din

formel.

4. Man kan bevisa en formel for summan

1 forra uppgiften genom att betrakta



och utnyttja att man kénner till summor av ldgre potenser. Forsok gora detta. Kan du gene-
ralisera detta?

Uppgifter ur boken som rekommenderas for sjilvstudier:

Kapitel 4: 2, 3, 12, 20, 21, 22, 23.



