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Ovningshiifte 3: Funktioner och relationer

Ovning H

Syftet dr att utforska ett av matematikens viktigaste begrepp: funktionen. Du har redan sttt pa
detta begrepp i skolan. Det &r viktigt att utga fran sina egna erfarenheter av detta begrepp och
hérifran 6ka precisionen och klarheten av vad som menas med en funktion. Begreppet ar betydligt
vidare dn den bild man vanligen har med sig fran gymnasiet.

De viktigaste begreppen i samband med funktioner &r:

e definitionsmingd, malmingd och viardeméngd
e injektiv, surjektiv och bijektiv

e invers funktion och inverterbarhet

e graf och funktionskurva

® operatorer

1. Vad dr en funktion? Vad ténker du att en funktion 4dr? Kan du definiera begreppet funktion?
Vad idr en funktions definitionsmdingd, malméingd samt viirdemdingd? Nér ar tva funktioner
lika?

2. Hitta pa exempel pa funktioner som har definitionsmiangd D och viardemingd (och mal-
mingd) V' dir:
(@ D=A{1,2}ochV = {3}
(b) D={1,2}ochV = {3, 4}
(c) D=1{1,2}ochV = {3, 4, 5}
(d) D = [0, 1] (ett slutet intervall) och V' = {1, 2}
(e) D=10,1 ochV =[0,1]
(f) D =10,1] och V = (0, 1) (ett oppet intervall)
(g) D=ZochV =N
(h) D=NochV =%
i) D=RochV =%

Hur manga mojliga funktioner finns det i fragorna (a), (b) och (c)?
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3. Vad ér det for likheter/skillnader pa foljande funktioner?

f:R—R, f(x) = a?
g:10,00) = R, g(z) = 2*
h:R — [0,00), h(z) = x?
k:[0,00) = [0,00), k(z)=2?

Vad ér f(x — 1), k(x — 1), g(—z), g(x*)? For vilka x?

4. Vad ar sammansdttningen av tva funktioner? Nér dr sammanséttningen av tva funktioner
definierad? Lat f(x) = 1/x och g(z) = —(x + 1) med definitionsmingder Dy = D, =
R\ {0, —1}.

(a) Vad dr virdemingderna V; respektive V,;?

(b) Vad dr f o g respektive g o f?

(©) Arfog=go f?

(d) Vad hinder om vi istillet sitter Dy = R \ {0} och D, = R?

5. For att illustrera en funktion kan man anvénda sig av dess graf.

(a) Vad dr grafen till en funktion?
(b) Bestdm/rita grafen till funktionerna 1 uppgift 2 (a) och (b), uppgift 3 samt uppgift 4.

(c) Har nagon av funktionerna en invers? Varfor/varfor inte? Vad dr en invers? Hur kan
man “se i grafen” huruvida en funktion har invers? Bestdm inversen i de fall den
existerar.

(d) Kan ni hitta en egenskap som dr gemensam (och unik) for alla funktioner som har
invers?

6. Kolla upp vad som ér villkoren for att en funktion ska vara injektiv respektive surjektiv.
Diskutera inom gruppen for att forsoka att ocksa fa en klar bild av vad de formella defini-
tionerna innebér. Ge nu exempel pa vardera en funktion som &r

(a) injektiv men inte surjektiv.

(b) surjektiv men inte injektiv.

(c) bade injektiv och surjektiv. (Det finns en term som anger precis detta, vilken?)
(d) varken surjektiv eller injektiv.

Observera att det dr viktigt att ange vilka definitions- och malméngderna &r i de fyra ex-
emplen.

7. Av exemplen 1 forra uppgiften dr det precis en funktion som &r inverterbar. Vilken och
varfor?

8. Lat f : R — Roch g : R — R definieras av f(x) = |z| och g(z) = 2.

(a) Visaatt f og = go f = g. Viktigt att tinka 6ver och kunna motivera varje steg i
beviset.



(b) Vad ir det for fel i foljande hérledning:
f=Ffolgog)=(fog)og ' =gog' =idg,
dér idg ar identitetsfunktionen pa R?
9. En speciell typ av funktioner (som man oftast kanske inte tinker pa som funktioner) &r
operatorer (eller operationer). Svara pa nedanstaende fragor for féljande operatorer:

e addition pa heltalen Z
e multiplikation pa heltalen Z
e snitt pa potensmingden P (M ) av nagon miangd M
e implikation pa mingden {Sant, Falskt}

e sammansittning av funktioner f : M — M ddr M dr nagon miangd

(a) Motivera kort att de dr bindra operatorer.
(b) Vilka dr kommutativa?

(c) Vilka dr associativa?

(d) Vilka har en identitet? Vad &r den i sa fall?

() Om det finns en identitet, vilka element har i sa fall invers och vad dr den?

Ovning I

Syftet med 6vningen &r att bekanta sig med begreppet relation som kan ses som en generalisering
av funktion. Speciellt ska vi titta pa en viktig klass av relationer, sa kallade ekvivalensrelationer.

1. Vad ir definitionen av en relation? Hur kan en funktion betraktas som en relation? Ge
exempel pa relationer som inte &dr funktioner

(a) fran Z till Z
(b) fran R till R
(c) fran R till Z

Sammanfattningsvis sa har vi motiverat att relation dr en generalisering av begreppet funk-
tion, eller hur?

2. Betrakta de tva relationerna < och < pa R. Skissa relationerna (som delméngder av planet)
och jamfor. Vad ér skillnaden? Kan ni beskriva den egenskap som < har men som < saknar,
1 matematiska termer, utan att referera till skisserna?

3. Nu ska ni jimfora tva olika relationer pa miangden M = {minniskor pa jorden}. Den
forsta dr given av att en person A ir relaterad till en person B om A &r yngre dn B. Den
andra relationen ges av att A ar relaterad till B om de dr syskon. Kan ni hitta ndgon egen-
skap som den andra relationen har men inte den forsta? Kan ni beskriva denna egenskap 1
matematiska termer?



4. Da3 < 5och 5 < x sa kan man dra en “sjdlvklar” slutsats. Vilken? Vad &r det for en
egenskap som en relation behover ha for att man ska kunna dra en sadan slutsats? Skriv
ner en definition av denna egenskap.

5. I de tre foregaende uppgifterna fann ni tre egenskaper som en relation kan ha eller inte
ha. Lis nu i boken om reflexivitet, symmetri och transitivitet. Var det dessa egenskaper ni
fann? Om inte, diskutera gidrna med handledaren vad ni fann.

6. I denna uppgiften giller det att hitta exempel pa relationer med olika egenskaper. Fyll i en
tabell enligt mallen nedan dér varje mojlig kombination av ‘Ja’ och ‘Nej’ ska inga (totalt

8 stycken).
Reflexiv | Symmetrisk | Transitiv | Exempel pa relation
Ja Ja Ja ?
Ja Ja Nej ?

7. Kolla upp vad en ekvivalensrelation dr. Exakt ett av era exempel i1 forra uppgiften dr en
ekvivalensrelation, vilken? Hitta tva exempel till pa ekvivalensrelationer.

8. Vad ir en ekvivalensklass? Bestim alla ekvivalensklasser i nagot av de exempel pa ekvi-
valensrelationer som ni hittat.

9. En partition ev en médngd M &r en uppdelning av alla element i parvis disjunkta delméang-
der. Vad betyder detta? Ge exempel pa partitioner av miangderna

{1, 2, 3}, Z och R.
Hur manga olika partitioner av {1, 2, 3} finns det?

10. Begreppen ekvivalensrelation och partition dr mycket titt férknippade. Undersok detta ge-
nom att svara pa foljande tva fragor. Om man har en partition, hur kan man da fa en
ekvivalensrelation? Omvint, hur ger en ekvivalensrelation en partition?

Ovning J

Syftet med Ovningen dr att undersdka hur man kan jimfora storleken, kardinaliteten, av olika
méngder inklusive sddana med o#ndligt manga element. Centralt dr funktionsbegreppet och bi-
jektivitet.

Forst lite teori. For en dndlig méngd kan vi tala om hur manga element den har genom att helt
enkelt rikna dem. I midngden M = {z, y, z} finns det 3 element och vi skriver att |M| = 3
och sédger att M har kardinaliteten 3. For odndliga médngder, som tex N och R, &r det inte lika
enkelt att tala om “hur manga” element de har eller vad “hur manga” egentligen ska betyda. (Det
ar faktiskt ganska svart och tas upp i vad som kallas axiomatisk mingdteori.) Vi ska hir bara
diskutera vad det innebir att tva méngder har “lika manga” element. Vi gor foljande definition:
En méingd A har samma kardinalitet som en miangd B om och endast om det finns en bijektiv
funktion f : A — B.

Om ni har ont om tid sa gor bara de fyra forsta uppgifterna.

4



. Visa att “ha samma kardinalitet” &dr en ekvivalensrelation.
. Visaatt {z, y, z} och {5, 6, 7} har samma kardinalitet enligt definitionen.

. For dndliga méingder innebir “samma kardinalitet” samma sak som det vi intuitivt menar
med “lika manga element”. Varfor det?

.LatA={2n:ne€Z}ochZ, ={ne€Z:n>0}.

(a) Visa att Z och A har samma kardinalitet. (Det finns alltsa lika manga heltal som det
finns jaimna heltal!)

(b) Visa att Z och Z har samma kardinalitet. (Det finns alltsa lika manga heltal som det
finns positiva heltal!)

(c) Visaatt N = {0, 1, 2,...} och Z, har samma kardinalitet.

En méingd M som har samma kardinalitet som Z, sédges vara upprdiknelig. Namnet kom-
mer av att om f : Z, — M ir en bijektiv funktion sa far vi en upprikning av elementen i
M genom

my = f(1), mg = f(2), m3 = f(3),...

. 1 Hilberts hotell finns det odndligt manga rum som #r numrerade 1, 2, 3,.... (Det finns
alltsa upprékneligt manga rum.)

(a) En matematiker far problem med sin inkvartering for ndr han anlidnder far han hora
att alla rum #r upptagna. Han foreslar dgaren att flytta gésterna sa att alla inklusive
han sjilv far varsitt rum. Hur skulle det kunna ga till?

(b) Det kommer en busslast med 50 nya géster. Hur kan alla fa varsitt rum om det redan
ar fullt?

(c) Det kommer nu odndligt manga nya gister till det fulla hotellet (uppriakneligt manga
dock). Hur 16ser man nu inkvarteringsproblemet i Hilberts hotell? (Ténk pa hur ni
visade att Z hade samma kardinalitet som alla jimna heltal.)

. Visa att de rationella talen QQ dr upprikneliga. (Borja med att visa att méngden av positiva
rationella tal 4r uppriknelig och utnyttja samma 1dé som nér ni visade att Z var upprikne-
ligt.) Det finns alltsa lika manga rationella tal som heltal!

Ledning: Antag att de &r forkortade sd mycket som mojligt och ordna dem efter summan
av tédljare och nimnare.

. Nu borjar man kanske fa kénslan att alla oéndliga mangder ar upprikneliga, men sa r inte
fallet. De reella talen R &r inte upprikneliga. Forsok bevisa detta. Den forste som gjorde
det var Georg Cantor, en av grundarna av den moderna méngdteorin, ar 1872. Uppgiften
ar svar, men inte omojlig och dessutom rolig!?

Ledning: Gor ett motsigelsebevis. Antag att x1, x5, x3,... dr en upprikning av de reella
talen i intervallet (0, 1). Lat a;, vara decimalsiffra nummer n i z;, dvs

T; = 0, A1 Ai2;3Q44 * * for i = 1, 2, 3...
Konstruera nu ett tal x = 0, bybybsb, - - - som inte finns i upprikningen x, x5, T3, . . ..
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8. Kan du ge en definition av att en mingd dr odndlig med hjilp av begreppet “samma kardi-
nalitet”.

Uppgifter ur boken som rekommenderas for sjalvstudier:

Kapitel 3: 4, 5, 7, 10, 13, 22, 36, 40, 42



