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Ovningshiifte 4: Heltalen och delbarhet

Ovning K

Syftet med Gvningen &r att bekanta sig med delbarhetsegenskaper hos heltalen. De viktigaste
begreppen dr

e delbarhet och divisionsalgoritmen
e storsta gemensamma delare och Euklides algoritm
e primtal

e Aritmetikens fundamentalsats

I den sista uppgiften ska vi ocksa titta pa liknande fragestillningar for polynom.

1. Ni har formodligen redan tidigare stott pa det matematiska begreppet att ett heltal a delar
ett heltal b. Vad betyder det?

Diskutera och forsok forklara inneborden. Forsok att ge en definition utan att titta i boken.
Titta nu pa bokens definition. Ar det samma definitionen? Om inte, hur skiljer de sig at?

(Delbarhet dr en relation pa Z och om man bara betraktar Z, sa dr det i sjdlva verket en sa
kallad partiell ordning, se avsnitt 3.8 i boken om du ir intresserad.)

2. Avgor vilka av f6ljande pastaenden som &r sanna: 4|1, 1|4, 4]0, 0|1, 7|102 och 3|102.

3. Avgor vilka av foljande utsagor som dr sanna och vilka som &r falska. Ge ett bevis eller
motexempel for att motivera. Om det gar trogt sa ta hjélp av bokens avsnitt 5.1.
(@ Ya:a|a, dvs-‘| drreflexiv
(b) Va:1|a
() Va:a|l
(d) Ya:0|a
() Ya:alO0
(f) Va¥b:a | b= b|a, dvs ‘| drsymmetrisk
(g) YaVbtVe:a|bAhalc=a| (b+¢)

(h) VaVbVe:a|bAb|c=a|c¢, dvs ‘| drtransitiv




(i) Ya¥b:a |bAb|a=a=bVa=—b
4. Betrakta det rationella talet n = 1014/19.

(a) Nagon gang for ganska ldnge sedan liarde ni er (formodligen) att skriva rationella tal
pa “blandad form”, d vs som ett heltal plus ett rationellt tal mindre dn 1. Gor detta
for n.

(b) Heltalet man far brukar kallas for kvoten (eller heltalskvoten) och talet i téljaren av
det rationella talet for resten. Hur stor kan resten hogst bli?

(¢) Om vi betecknar kvoten med ¢ och resten med r, sa har vi alltsa att

1014 r
9 ~ q+ 0 eller 1014 = 19q + r.

Titta pa Divisionsalgoritmen i boken (Sats 5.9). Vad har den med det ni just gjorde
att gora? Vad siger satsen egentligen?

5. (a) Bestdm alla positiva heltal som delar 98. Hur méanga fann ni? (Om svaret pa forra
fragan inte var 6 sa forsok igen.) Gor samma sak for 105.

(b) Ibada fallen ovan sa fann ni (férhoppningsvis) bara ett dndligt antal delare. Kan man
alltid vara siker pa att det bara blir dndligt manga (positiva) delare till ett tal? Varfor?

(¢) Formulera vad som menas med storsta gemensamma delaren till tva tal.

(d) Vad dr sgd(98,105), dvs storsta gemensamma delaren till dessa tal? Forsok med
hjilp av forsta deluppgiften formulera en allmén metod att bestimma storsta gemen-
samma delaren till tva tal. (OBS: Detta dr ingen bra metod om talen &r stora.)

6. Vi ska nu hirleda en metod som dr mycket effektiv for att bestimma storsta gemensamma
delaren dven av gigantiska tal. Alla tal 1 uppgiften forutsittes vara olika heltal.

(a) Antag att ett tal d delar bade a och b. Visa att i sa fall delar d ocksa a + nb och b.

(b) Antag omvint att ett tal d delar bade a + nb och b. Visa att i sa fall delar d ocksa a
och b.

(c) Forsok fran de tva forsta deluppgifterna dra nagon slutsats om gemensamma delare
till @ och b samt a + nb och b.

(d) Utnyttja nu det du visat for att visa att sgd(a, b) = sgd(a + nb, b).
(e) Titta pa Euklides algoritm i boken (Sats 5.15) och hur det du just bevisat ligger till

grund for beviset av denna.

(f) Berikna d = sgd(2331,2037) med hjélp av Euklides algoritm. Bestidm heltal m och
n sadana att d = 2331m + 2037n med hjdlp av Euklides utokade algoritm (se i boken
avslutningen av avsnitt 5.1.)

(2) Kan du hitta alla heltalslosningar till ekvationen sgd (2331, 2037) = 2331m + 2037n
1 forra uppgiften? Tips: Borja med att forkorta med storsta gemensamma delaren. Om
det fortfarande kénns trogt sa ta en titt pa avsnitt 5.2 i boken.

(h) Extrauppgift till den hagade: Visa att om a = F,,,; och b = F}, dr tva pa varandra
foljande Fibonacci-tal sa tar Euklides algoritm for att berdkna storsta gemensamma
delaren av dem n — 1 steg. (Detta dr “virsta tankbara” givet storleken hos talen.)
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7.

8.

(a) Vad édr ett primtal? Vad ir definitionen?
(b) Gor en lista pa de 15 minsta primtalen. (Den kommer att sluta pa talet 47.)

(c) Titta pa Aritmetikens fundamentalsats (Sats 5.33) i boken. Den bestar av tva delar:
en existensdel och en entydighetsdel. Vad siager de tva olika delarna?

(d) Om n inte dr ett primtal, sa har n en primtalsdelare p som uppfyller p < +/n. Varfor
det? Hur kan man utnyttja detta nir man undersoker om ett tal dr ett primtal eller
inte? Motivera att 349 &r ett primtal genom att kontrollera att inga primtal mindre 4n
V/349 ~ 18.7 delar 349.

(e) Bestdm primtalsfaktoriseringen av 2331 och 2037.
Latn > 2 vara ett fixt positivt heltal. Man séger att tva heltal a och b dr kongruenta modulo
nomn | a—b.

(a) Visa att kongruens modulo n ir en ekvivalensrelation pa Z.

(b) Tag n = 3. Vad ar ekvivalensklassen av 0, 1, 2, 3 och 4? Hur manga olika ekviva-
lensklasser finns det?

(¢) Samma som forra uppgiften fast for godtyckligt n.

(d) Motivera att tva tal dr kongruenta modulo n om och endast om de ger samma rest vid
division med n.

(e) Man kan definiera en summa och produkt for ekvivalensklasserna pa foljande sitt:
[a] + [b] = |a + b] och [a] - [b] = [a - b].
Det idr inte sjalvklart att detta dr korrekta definitioner. Varfor inte? (Ténk pa att en
ekvivalensklass har (o@ndligt) manga olika representanter.)
(f) Har additionen respektive multiplikationen modulo n nagon identitet?
(g) Gor en multiplikationstabell for multiplikation modulo 5 och modulo 6.

(h) Kolla i tabellen modulo 6 vad [2] - [3] och [4] - [3] blev. Nagra kommentarer?

(1) Kollai tabellerna vilka klasser som har (multiplikativ) invers. Forsok att ge en hypo-
tes for det allménna fallet vilka klasser som har invers. (Observera att en invers till
[a] &r en klass [b] sadan att [a] - [b] = [1], dvs ab + kn = 1 for nagot k € Z.)

9. Det finns en divisionsalgoritm ocksa for polynom, d vs funktioner som ges av nagot pa

formen
f(x) = ag + a1 + ax® + ... + a,a”,

som paminner mycket om motsvarande for heltal. Den sdger att om f och g # 0 &r poly-
nom sa finns det unika polynom ¢ och r sadana att

f=q-g+r,

med r = 0 eller graden av r ldgre 4n graden av g. (Graden av ett polynom dr den hogsta
potens som den innehaller.) Skillnaden é&r alltsa att hdr dr resten av ldgre grad istdllet for
att vara “mindre” som saknar tolkning har.
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(a) For att berdkna kvoten ¢ och resten 7 sa kan man stilla upp (en stol, trappa eller vad
ni fick ldra er i grundskolan) pa samma sitt som for heltal. I varje steg géller det hér
istdllet att lagga till en term sa att termen med hogst potens av = forsvinner. Om man
tex ska berdkna kvoten av f(z) = 52® — 2% + 42 — 5 och g(x) = 3z — 2 sd blir

det i forsta steget k(x) = 3z eftersom 22 - 3z = 523, Direfter subtraherar man
k(x) - g(x) fran f(x) och fortsitter sedan tills graden av det som dr kvar dr ldgre 4n
graden av g.

Beriikna kvoten och resten vid division av f = 523 — 22 + 42 — 5 med g = 3z — 2.

(b) Vad hinder i specialfallet av divisionsalgoritmen med g(x) = x — a ett férstagradspo-
lynom? Vad blir det for grad pa resten?

(c) Motivera att om a dr ett nollstille till polynomet f sa blir resten vid division med
r —alikamed0O,dvs

f(@) = (x—a) - q(x).
Tips: Skriv ned det ni fick i forra deluppgiften och sitt in z = a.

(d) Tredjegradspolynomet f(z) har nollstillena 1, 2 och 3 och koefficienten framfor 23
dr 1. Motivera varfor det maste vara sa att f(z) = (v — 1)(z — 2)(z — 3).

(e) Betrakta polynomet
f(x) = ao + a1rv + ax® + ... + a,z"

dar koefficienterna ag, a, as, . . . , a, € Z. Antag att polynomet har ett rationellt noll-
stille & = p/q, dér p och ¢ dr relativt prima heltal (dvs sgd(p,q) = 1). Visa att da
maste p | ap och q | a,.

(f) Gor en lista 6ver alla tinkbara rationella rotter till ekvationen
152% 4+ 102* + 21z + 14 = 0.
(Det finns totalt 32 stycken.) Kontrollera att x = —2/3 &r en 16sning. Hur kan man
utnyttja detta for att hitta ovriga 16sningar?

Uppgifter ur boken som rekommenderas for sjilvstudier:

Kapitel 5: 1, 2,9, 13, 19, 21, 22, 26 (ignorera Eulers ®-funktion)



